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Teorema di Bolzano Weierstrass
Da ogni successione limitata si puo` estrarre una sottosuccessione con-
vergente.
Se l’immagine della successione {an : n ∈ N} e` un insieme finito la
dimostrazione immediata: si puo` facilmente estrarre una sottosucces-
sione stazionaria. Supporremo allora che l’insieme {an : n ∈ N} sia
infinito.
Sappiamo, dall’ipotesi, che esistono due numeri α, β tali che an ∈
[α, β] per ogni n ∈ N. Dividiamo l’intervallo I0 = [α, β] nei due
sottointervalli: [
α,
α + β
2
]
,
[
α + β
2
, β
]
.
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Necessariamente almeno uno dei due sottointervalli conterra` infiniti
elementi dell’immagine della successione an. Indichiamo con I1 =
[α1, β1] tale intervallo, convenendo di scegliere quello sinistro, nel caso
in cui tutti e due i sottointervalli contenessero infiniti elementi di an.
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Necessariamente almeno uno dei due sottointervalli conterra` infiniti
elementi dell’immagine della successione an. Indichiamo con I1 =
[α1, β1] tale intervallo, convenendo di scegliere quello sinistro, nel caso
in cui tutti e due i sottointervalli contenessero infiniti elementi di an.
Chiaramente si ha che I1 ⊂ I0, α ≤ α1, β ≥ β1. Inoltre la lunghezza
di I1 e` la meta` della lunghezza di I0:
β1 − α1 = β − α
2
.
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Per il buon ordinamento di N esiste:
k(1) = min {n ∈ N : an ∈ I1} ,
quindi ak(1) ∈ I1, vale a dire α1 ≤ ak(1) ≤ β1.
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Per il buon ordinamento di N esiste:
k(1) = min {n ∈ N : an ∈ I1} ,
quindi ak(1) ∈ I1, vale a dire α1 ≤ ak(1) ≤ β1.
A questo punto ripetiamo il procedimento dimezzando l’intervallo I1
e chiamando I2 = [α2, β2] quello contenente infiniti an con la solita
convenzione sinistra se tutti e due i sottointervalli contenessero infiniti
an. Si ha I2 ⊂ I1 ⊂ I0, α ≤ α1 ≤ α2, β ≥ β1 ≥ β2 e:
β2 − α2 = β − α
22
.
Posto:
k(2) = min {n ∈ N : n > k(1), an ∈ I2} ,
abbiamo ak(2) ∈ I2, cioe` α2 ≤ ak(2) ≤ β2.
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Resta cos`ı individuato un procedimento costruttivo che permette di
estrarre una sottosuccessione ak(n) di an tale che:
αn ≤ ak(n) ≤ βn, con βn − αn = β − α
2n
,
in cui In ⊂ · · · ⊂ I1 ⊂ I0, α ≤ α1 ≤ · · ·αn, β ≥ β1 ≥ · · · βn.
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cessioni αn, βn degli estremi degli intervalli sono monotone e limitate,
e dunque convergenti: βn → β∞ e αn → α∞.
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Resta cos`ı individuato un procedimento costruttivo che permette di
estrarre una sottosuccessione ak(n) di an tale che:
αn ≤ ak(n) ≤ βn, con βn − αn = β − α
2n
,
in cui In ⊂ · · · ⊂ I1 ⊂ I0, α ≤ α1 ≤ · · ·αn, β ≥ β1 ≥ · · · βn. Le suc-
cessioni αn, βn degli estremi degli intervalli sono monotone e limitate,
e dunque convergenti: βn → β∞ e αn → α∞.
essendo:
βn − αn = β − α
2n
,
passando al limite per n→ +∞ troviamo β∞ = α∞
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per il teorema del confronto esiste allora il limite di ak(n) e si ha:
lim
n→+∞ ak(n) = α∞ = β∞.
Il teorema e` dimostrato.
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Dimostrazione del Teorema Weierstrass
Iniziamo provando che f(x) e` limitata, ragionando per assurdo.
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Dimostrazione del Teorema Weierstrass
Iniziamo provando che f(x) e` limitata, ragionando per assurdo. Se
f(x) non fosse superiormente limitata allora per ogni n ∈ N esiste-
rebbe xn ∈ [a, b] tale che f(xn) > n. Eventualmente passando ad una
successione estratta, il teorema di Bolzano Weiestrass assicura che
possiamo supporre xn convergente ad un certo elemento x∗ ∈ [a, b].
Ne verrebbe per la continuita` di f(x) che:
lim
n→∞ f(xn) = f(x∗).
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D’altra parte, essendo n < f(xn), per il teorema del confronto si
avrebbe:
lim
n→∞ f(xn) =∞,
e, quindi, f(x∗) =∞, assurdo.
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avrebbe:
lim
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Per quanto appena provato esistono finiti:
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D’altra parte, essendo n < f(xn), per il teorema del confronto si
avrebbe:
lim
n→∞ f(xn) =∞,
e, quindi, f(x∗) =∞, assurdo.
Per quanto appena provato esistono finiti:
m = inf {f(x) : x ∈ [a, b]} , M = sup {f(x) : x ∈ [a, b]} .
Dalla definizione di estremo superiore si trae che per ogni n ∈ N
esiste xn ∈ [a, b] tale che:
M − 1
n
< f(xn) ≤M.
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La successione xn (o una successione estratta) puo`, ancora una volta
per il teorema di Bolzano Weierstrass, essere supposta convergente ad
un elemento x∗ ∈ [a, b],
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La successione xn (o una successione estratta) puo`, ancora una volta
per il teorema di Bolzano Weierstrass, essere supposta convergente
ad un elemento x∗ ∈ [a, b], ma allora, passando al limite, usando la
continuita` di f(x) vediamo che M ≤ f(x∗) ≤ M, cioe´ f(x∗) = M ,
come volevasi.
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Osservazione
Combinando gli enunciati del Teorema dei valori intermedi e del Teore-
ma di Weierstrass possiamo affermare che l’immagine di una funzione
continua f(x), quando questa e` definita su di un intervallo limitato e
chiuso [a, b], e` l’intervallo limitato e chiuso [m,M ] in cui:
m = inf {f(x) : x ∈ [a, b]} = min {f(x) : x ∈ [a, b]} ,
M = sup {f(x) : x ∈ [a, b]} = max {f(x) : x ∈ [a, b]} .
Possiamo quindi scrivere, in notazione insiemistica:
f ([a, b]) = [m,M ] .
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Continuita` della funzione inversa
Se f ∈ C[a, b] (insieme delle funzioni continue sull’intervallo [a, b] e`
strettamente crescente abbiamo che im(f) = [f(a), f(b)]
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f−1(y) e` l’unico elemento x di [a, b] per cui f(x) = y.
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Continuita` della funzione inversa
Se f ∈ C[a, b] (insieme delle funzioni continue sull’intervallo [a, b] e`
strettamente crescente abbiamo che im(f) = [f(a), f(b)]
La crescenza in senso stretto implica che f e` iniettiva. In questo modo
possiamo definire la funzione inversa f−1 : [f(a), f(b)] → [a, b]
definita dalla regola secondo cui per ogni y ∈ [f(a), f(b)] il valore
f−1(y) e` l’unico elemento x di [a, b] per cui f(x) = y. Questa funzione
f−1 e` anche essa strettamente crescente.
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Teorema
Se f ∈ C[a, b] e` una funzione strettamente crescente, allora la sua
funzione inversa f−1 : [f(a), f(b)]→ [a, b] e` strettamente crescente e
continua.
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Teorema
Se f ∈ C[a, b] e` una funzione strettamente crescente, allora la sua
funzione inversa f−1 : [f(a), f(b)]→ [a, b] e` strettamente crescente e
continua.
Teorema
Se f ∈ C[a, b] e` una funzione strettamente decrescente, allora la sua
funzione inversa f−1 : [f(b), f(a)]→ [a, b] e` strettamente decrescente
e continua.
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Definizione di Derivata
Definizione Consideriamo una funzione reale di una variabile reale
f : I → R, ove I e` un intervallo.
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Definizione di Derivata
Definizione Consideriamo una funzione reale di una variabile reale
f : I → R, ove I e` un intervallo.
Diremo che f e` derivabile in x0 ∈ I se esiste finito il limite:
lim
x→x0
f(x)− f(x0)
x− x0
= lim
h→0
f(x0 + h)− f(x0)
h
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Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)
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Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)
1684: Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tan-
gentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates mora-
tur, et singulare pro illis calculi genus
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gentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates mora-
tur, et singulare pro illis calculi genus
Isaac Newton (1643-1727) nel secondo libro dei Principia
del 1687, presento` anche egli la nozione di derivata, ed e`
storica la polemica fra i due scienziati sulla paternita` della
scoperta.
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Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)
1684: Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tan-
gentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates mora-
tur, et singulare pro illis calculi genus
Isaac Newton (1643-1727) nel secondo libro dei Principia del
1687, presento` anche egli la nozione di derivata, ed e` storica
la polemica fra i due scienziati sulla paternita` della scoperta.
Cauchy nel suo Course d’analyse del 1821 diede la sistema-
zione teorica della disciplina nella forma in cui viene tuttora
esposta.
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Significato geometrico della derivata
x0
f Hx0L
x
y
16/24 Pi?
22333ML232
Significato geometrico della derivata
x0
f Hx0L
x
f HxL
x
y
17/24 Pi?
22333ML232
Significato geometrico della derivata
x0
f Hx0L
x
f HxL
x
y
18/24 Pi?
22333ML232
Coefficiente angolare retta rossa α =
f(x)− f(x0)
x− x0
18/24 Pi?
22333ML232
Coefficiente angolare retta rossa α =
f(x)− f(x0)
x− x0
per x→ x0 la corda si dispone verso la retta tangente
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Significato geometrico della derivata
x0
f Hx0L
x
f HxL
x
f HxL
x
y
20/24 Pi?
22333ML232
Assumere che esista finito il limite
lim
x→x0
f(x)− f(x0)
x− x0
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Assumere che esista finito il limite
lim
x→x0
f(x)− f(x0)
x− x0
significa che e` il grafico di f(x) e` dotato di retta tangente in x0
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Significato geometrico della derivata
x0
f Hx0L
x
y
22/24 Pi?
22333ML232
Non e` detto che la retta tangente esista: qui ne abbiamo due
PUNTO ANGOLOSO
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y
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Non e` detto che la retta tangente esista: qui ce ne sono due
verticali CUSPIDE
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La derivata si indica con uno dei simboli:
f ′(x0), f˙(x0), Df(x0),
df
dx
(x0)
24/24 Pi?
22333ML232
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Se per ogni x0 ∈ I esiste il limite del rapporto incrementale la funzione
f e` detta derivabile in I e la funzione:
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La derivata si indica con uno dei simboli:
f ′(x0), f˙(x0), Df(x0),
df
dx
(x0)
Se per ogni x0 ∈ I esiste il limite del rapporto incrementale la funzione
f e` detta derivabile in I e la funzione:
x 7−→ f ′(x)
si dice funzione derivata o, piu` semplicemente, derivata di f.
